Mathematik (Beispielaufgaben Kursarbeit) — Analytische Geometrie — Losungen

Aufgabe 1: Wandle die Gleichungen der folgenden Geraden und Ebenen in die angegebene Form um.

11 g: X= § +t- 2 in die Koordinatenform.
I x=2+6t | -2 la. 2x,=4+12t
II. x,=3+4t | -3 Illa. 3x,=9+12t |II-1]
—2x,+3x,=5
_ 2 6 —1
1.2 E: x=|3|+r| 4 |+s| 0 in die Koordinatenform und anschlieend in die Normalenform.
0 —4 2
I x=2+6r—s | 2I+1 —2x,+x;=—

I x,=3+4r | 2

Il xy,=—4r+2s
n= —2 = | x- 6
la. 2x,+x,=4+8r | la.—IL

II. 2x,=6+8r

1.3 E:2x,—2x,+3x;=5 in die Parameterform und in die Hesse'sche Normalenform.

2X,—2x,+3x,=5 2 1
n= _2 = ﬁo—— _2

o x,=2,5+x,—1,5x, V4+4+9

i R

1.4 Die Ebene E durch die Punkte 4(—2[3|4), B(2]2|2) und C(—1/3|2) in die Normalenform,
Parameterform und Koordinatenform.

1 Illa. 6x,=18—6r | lla.+Illa.
AB=|—-1 AC=| 0 Ila. x,+2x,=6r

2x,+6x,+x,=18
[—2 4 1

=>x=| 3 |+r|-1]+s] o 0
| 4 -2 -2 n=|g| = | x—
1

I x;=—2+4r+s
II. x,=3-r | -6
Il x;=4-2r—2s | III.+2L

—Q\ N
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—6 -2 -2
Aufgabe 2: Zeichne jeweils einen Ausschnitt der beiden Ebenen E: x=[10 [+r| 5 |+s5] 0
4 0 2
—4 —4 -4
und E,: x=| 2 |+7r| 2 |+s:[ 0 | inein gemeinsames Koordinatensystem. Berechne und
4 0 4

zeichne die Schnittgerade der beiden Ebenen. Farbe die Ebenen farbig korrekt ein, so dass ersichtlich
ist, welche Teilflachen verdeckt sind.

Umwandeln in Koordinatenform (nicht zwingend erforderlich).

Ebene E::
I x,=—6—2r—2s

II. x,=10+5r & r=%x2—2

Il x,=4+2s & s=%x3—2

Einsetzen in I:

x1=—6—2-(% x2—2)—2-(%x3—2)

o x1=—6—%x2+4—x3+4 |5
o 5x,=10—2x,-5x; | +2x,+5x,
©5x,+2x,+5x,=10

E,: 5x,+2x,+5x,—10=0

Ebene E.:
I x=—4—-4r—4s

II. x,=2+2r & rzéxz—l

Il x,=4+4s < S=%x3—l

Einsetzen in I:
x1=—4—4-(%x2—1)—4-(%x3—1
o x=—4-2x,+4—x;+4 | +2x,+x,
ox,+2x,+x,=4

E,: x,+2x,+1x;,—4=0

L 5x,+2x,+5x;,—10=0
I x,+2x,+x,—4=0 | Il.—1

4x,+4x,—6=0 Setze
x,=t = 4x,t+4t=6 < x,=1,5—¢

(1,5—1)+2x,+t—4=0
e 2x,=2,5 © x,=1.25

Setze x,=1,5—f und x;=¢ inll. ein:

Damit ist
x,=1,5-¢
x,=1,25+0¢
x,=0+¢
1,5 -1
und somit X=|1,25]+2 0
0 1
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Aufgabe 3: Ein Pyramidenstumpf hat eine Grundfliche, die durch die Punkte A4 (5[113), B(5|5/0)

und C(—1/50)

begrenzt ist. Die Schnittflache des Pyramidenstumpfes wird begrenzt durch die Punkte
D(4(2/4,75), E(4]413,25) und F(1|4]3,25).

3.1 Zeige, dass die Grundflache und die |
Schnittflache parallel zueinander sind. .
Ebene, in der die Grundflache liegt: 41 F
5 5-5 —-1-5 5
- 3
E;:: x=[1]|+r|5-1|+s| 5—1 2
3 0-3 0-3 11 4 E .
5 0 —6 T A W, WA i, W W W S i
=(1|+7| 4 |T5| 4 ' 2 ' 4
3 -3 -3 3
4
1 5 5
L x,=5 —6s © s=——x,+= Xs B
: 6" 6

II. x,=1+4r+4s
Il x,=3—-3r—3s | 3IL+4lIIl. s fallt eh weg, muss also gar nicht erst eingesetzt werden.

Somit E,:3x,+4x,=15
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Ebene, in der die Schnittflache liegt:

4 4—4 1—4 4 0 3
E2: }: 2 +r- 4—-2 +5- 4—-2 = 2 +7- 2 + - 2
4,75 3,25—-4,75 3,25—4,75 4,75 —-1,5 —-1,5
L .xl:4 —3S (—1 S:—lxl+i
3 3

1. x,=2+2r+2s
1l x,=4775-1,5r—1,5s | 31L.+4lIl. s fallt eh weg, muss also gar nicht erst eingesetzt
werden. Somit £,:3x,+4x,=25

-

Normalenvektoren: 7,= n,=

VS B ]
B~ LW O

Die Normalenvektoren sind gleich, also parallel zueinander, also sind auch die Ebenen parallel
zueinander.

3.2 Berechne die Koordinaten der (nicht vorhandenen) Pyramidenspitze.

Berechne den Schnittpunkt zweier Kanten: g, aus den Punkten A und D. g, aus den Punkten B und E.

5 4—5 5 ~1 5 4—5 5 -1
g x=|1|+s| 2—1 |=|1]|*+s| 1 g x=|5|+t:| 4—5 |=|5]|+t:| —1
3 4,75-3] \3 1,75 0 325-0] |0 3,25
5 -1\ (5 ~1 5 —1 —1 0
Gleichsetzen: |1]|*+s 1 |=|5|Tt| —1 | —{1 < s 1 |=t| =1 |=| 4
3 1,75/ o 3,25 3 1,75 325) |-3

I —s+t=0 | L+IL
I s+t=4
111,755 -3,25t=-3
2t=4 & t=2

Einsetzeninll.: s+2=4 < s=2
Uberprifen in lll: 1752 3,25- 2——3 < 3,5-6,5=—3 wahr

Einsetzenin £,:5= 1 +2-
1 75

3.3 Berechne die Hohe der (gedachten) vollstandigen Pyramide.

Abstand der Spitze von der Ebene der Grundflache:

ho— alsl+a2S2+a3S3—b 0- 3+3 3+4-6,5— ‘
’ \/af+a§+a32 V02432 +42

A: Die Hohe des vollstindigen Pyramide betrégt 4 L.E.
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| o

4

5 A
A

3.4 Berechne die Hohe des Pyramidenstumpfes.

Da beide Flachen parallel sind, gentigt es den Abstand eines Punktes der Schnittflache von der Ebene
der Grundflache zu bestimmen.

A: Die Hohe des Pyramidenstumpfes betragt 2 L.E.

a] S] + a2S2+a3 S3 _b
, . 1
3.5 Berechne das Volumen des Pyramidenstumpfes mit der Formel V=§~h-(A1+ VA4, A2+A2),

h,=

_|0-443-2+4-475-15|_
Jor+ 3244

2 2 2
\/a1+a2+a3

wobei 4, und 4, die Grund- bzw. Schnittflache sind.

Hohe des Dreiecks der Grundflache ist der Abstand des Punktes C von der Gerade durch die Punkte A

5 0
undB. & :X=[1|+t| 4 Der LotfulRpunkt Fs muss auf der Geraden liegen und hat somit die
3 -3

Koordinaten F,(5/1+4t|3—3t). Der Richtungsvektor von g; und der Verbindungsvektor von F; und
C stehen senkrecht aufeinander.

0 —-1-5 0 -6

4 [|5—(1+4t)|=| 4 || 4—4t |=0

=3)10—(3-3t)] |-3]\-3+3t
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=0-(—6)+4-(4—4t)+(—3)(-3+3t)=0
©16-16t+9-9t=0 | —25

©-25t==25 | :(—25)

et=1 Somitist F,(5[1+4-1[3-3-1)=F,(5/5/0)=B(5/5/0)

B ist also gleichzeitig der LotfuBpunkt. Damit ist das Dreieck der Grundflache ein rechtwinkliges Dreieck
und die H6he des Dreiecks ist der Abstand der Punkte B und C.

|BC|=V(—=1-5)2+(5=5)+(0—0)*=36=6
| AB|=V(5-5)*+(5—1+(0—3)’=V16+9=5
Damit ist A1=%-|§C|-|A73|:%-6-5:15

Wenn das Dreieck der Grundflache rechtwinklig ist, muss auch das Dreieck der Schnittflache
rechtwinklig sein.

|DE|=(4—4)+(4—2)*+(3,25—4,75)=6,25=2,5
|EF|=v(1—4+(4—4)*+(3,25-3,25)=1/9=3

Damit ist A2=%-|5E|-|EF|=%-2,5-3:3,75

Benutze angegebene Formel: VZ%-h-(Al—h/AlA2+A2)=%-2-(15 +\/15-3,75+3,75)=17,5
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